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〔研究ノート〕
あるテスト行列について
出　口　洋　三＊
gl
　試作物ができたとき，それがどの程度実用に耐えることができるかをみるために，その作物の出
来具合をいろいろの角度から検討する必要が生じる。
　棚を取付けたときは，その上にいくつかの品物を乗せてみる。スピーカのようなものであれぽマ
イクを通してうまく音がでるかを調べてみる。スキー競技で使用されるジャンプ台のような大掛り
のものであれぽ，その安全性を確認するために，実際にジャンパーに飛んでもらうといったことに
なろう。それは，ジャンパー個人の飛行能力をみるのでなく，目的はあくまでもジャンプ台の出来
具合の方にあるので，ジャンパーに課せられた条件は，彼自身が競技会で要求されるものとは自ず
から異なるものになるであろう。
　＝ソピュータ上で走るプログラムもまた1つの作品であると考えたとき，その完成度を調べるた
めに，我々はほぼ同様の試行実験をそのプログラムに課することになる。
　ある特定の目的をコンピュータを使って成し遂げようとする。そのためには，その目的に添った
実行可能なプログラムを用意する必要が生じる。1つのプログラムは，通常数多くの副プログラム
といわれるもの（いわゆる部品とでもいうべきものに相当する）から成り立っている。そこで副プ
paグラムの各々に対して，それらが信頼できる作品であるか否かの検査が厳しく行われる。そして，
これらの部品が，検査のために設けられた関門をひとつひとつくぐり抜けられることを確認し，最：
後に，全体の流れにそって各データがプログラム単位問を過不足なく，正常に，堅牢に受渡され変
換されることを再確認する。
　たとえぽそれが科学技術計算上よく使用されるプPtグラムであれぽ，必要とされる有効桁数まで
正しく計算できるかどうか，計算に要する時間が許容の範囲内に収っているかどうか，誤動作の可
能性がまったく無いといえるかどうかなどがテストされる。
　このようにして，試作品としてのプログラムの信頼性，安全性，妥当性を検討する際に時として
必要になるデータがある。これを我々はテスト・データと呼んでいる。
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g2
　ここでは，科学技術計算：のひとつの柱となっている線形計算のある部分で使用されるテスト・デ
ータを紹介し，その特質についていくつか述べる。線形計算で扱われるデータは，行列として与え
られることが多いので，テストのためのデータをテスト行列という。
　いま次のような行列A。＝［α曽］を考える。
　　　　　　　　　　　　a（i”i＝aSi？＝k＊O　（iww－！，2，．．．，　n）
　　　　　　　　　　　　a～’？篇α～花～為ゴ十a～等「｝’　＿1　（i，ブ＝2，3，．．．，n）
k・・1，％＝6のときのA6具体形は
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となる。
　この行列A、は，kの値，　nの値を適当に決めることによって，ある意味で似通った行列をいく
つも作ることができる。Anの各要素を具体的に与える2つの式の中で，後者のものは，順列や組
合せの数を数えるときによく現われるパスカルの三角数と実質同じものである。従ってこのように
して得られる行列A，、を総称してパスカル行列（Pascal’s　Matrix）と呼んでいる。
　n次のパスカル行列については，次に示されるような興味深い性質をもつことが知れている（灘）。
　1◎At、の行列式をdet　A、で表わすときdet　A、＝ん露が成立つ。
　2。　圃≦！で，kがある整数の逆数として与えられているとき　Anの逆行列（これをノ4ガで表
　　わす）の全ての要素は整数となる。
　A6についていえば
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　det　A6＝：1
であり，
A，Mi＝　［bS－6？］＝
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となっている。
　性質1。および2Qは例えばAStにガウスの消去法を適用し，上三角行列に変形することによっ
て直ちに確められる。
　この2つの性質は一目瞭然であり，パスカル行列をテスト行列とするに適しいものといえる。こ
の他にパスカル行列の特徴といったものをもう少しあげてみよう。
　3。A，，の各要素を与える部分が，フzの値の如何を問わず，非常に簡単な計算によっている。す
　　なわち，Anを次々と容易に作り出すことができる。
　401e　・1のとき，　A，，の各要素の中で絶対値最大のものの大きさは，　nの増大にも拘わらず，比
　　較的ゆっくりと変化してくれる。実はこの性質は濫1についてもあてはまることが数値実験に
　　よって示すことができる。
　この3。，4。の性質も，テスト行列の候補としてはある意味で適しいものである。性質40にお
いて，・4ガの各要素が々およびnの関数として簡単に書き表わすことができるならぽこ．れに越した
ことはないが，残念ながら一部の要素を除いて，私にはできていない（注2）。
g3
　ここではr任意の正方行列の逆行列を求めるプログラムを作れ』といった問題に対して，まった
く異なる方法（アルゴリズム）によって作成された2つのプログラムが提示されたとして，その両
者の優劣を判定する材料のひとつとして，パスカル行列の逆行列が正確に計算されるかどうかによ
ってみることにしよう。もちろん，2つの方法は，理論的な側面から，そして数値実験的な側面か
ら，できうる限り詳細に比較検討されることが望ましいことは論をまたないが，ここでの目的はテ
スト行列とアルゴリズムのあいだに横たわる問題の一端を明らかにすることにあるので，この一点
に絞って簡単な説明を試みることにする。
　まったく異なる2つのアルゴリズムとして，ここでは，ガウスの消去法と分割法（注3）を採りあげ
る。そして両方法のプpaグラム化に際し次のような条件を設定する。
　　　　　　　　　　　　　　　　　設定条件比較表
lx　　x一一
　条　下
方　法　　　　　ガウス消去法
　　×
分　割　法
◎プ・クラ・ガ講F・RTRAN　771F6RTRAN・77
◎変数の劉実数型 整数型
◎変数の精劇騨融（注・）1騨精度（注・）
◎畠力の形剥 F13．　1 1　13
　これによって実際にプログラムを作成し，パスカル行列A，，の逆行列ノ4プを，nを2から1つ
つ変化させながら最後は25まで計算を行ってみた。
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結果において著しいものはおよそ次のような点にあった。
1。n＝2からn　・14までは，両方法の結果はまったく同一である。
2。n＝15になって，両方法の結果に差異が生じる（これ以降の結果はすべて異なる）。　n・＝＝・15の
　ときの結果を示すと，
（a）　ガウスの消去法（n＝15）
ノ1郵』
　12．3　一69．5
－69．5　539．6
　235．1　一2057．1
－529．1　4883．7
　　0．O　一〇．3
　　235．ユ　　　　一529．1・・・…
一2057．1　4883．7・・・…
　8352．9　一20345．5・・・…
一20345．6　49373．6・・・…
　　　2．0　一7．5・・・…
（b）　分割法（n　・＝　15）
ノ缶』
　　！5　一105　455　一1365…　t
－iO5　1015　一5005　16107・・・…
　455　一5005　26663　一90181・・・…
一1356　16107　一90181　31625ii・・…
　　1　一’14　’91　一3’64・…
となっている。
　なんという大きな違いであることか。
　3。確かめ算としてA。A；i　・1（単位行列）が成立しているかを調べたが，ガウスの消去法の場
　　合は当然のことながら銘＝！5から崩れてしまうが，分割法の場合n・…25まですなわち最後ま
　　で崩れていないことがわかった。
　4。30によると，分割法の結果は最後まで正しく計算されているようにみえるが，分割法によ
　　るAI，1の計算結果には，明らかな誤りが検出できる。
　50A；i・…⑦曽）とおくとき，すべてのnに対し∂辮司が成立つ。
　さてこれまで掲げた10から5。の結果を更に仔細に眺めることによって，両方法の差異につい
てどんな事が明らかになるのであろうか。
　まず第一に，ガウスの消去法は実数型標準精度計算であり，分割法は整数型標準精度計算である
ことに注目すると，有効桁数としては分割法の3分の2程度のガウスの消去法であるが，結果とし
てより小さなnまでしか正しく逆行列を計算していないように見受けられるのは不思議といえば不
思議なことである。しかし，これは，＝ンピュータ内部の整数や実数の数値表現法がどのようにな
っているか，そして分割法における逆行列の求解手順はどうか，パスカル行列の逆行列の各要素の
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符号が規則的に交互に並んでいることなどを想起すれぽ，ほぼ正確にその理由が察知できよう。こ
のようにして同程度の有効桁数でもってより精度の高い結果を得ることのできる数値計算法がある
らしいことは考究に値する。
　次に分割法にあっては，n　：19において・4録の結果は明らかに正しくないと判明しているのに，
確かめ算Ag・・4驚1の結果がどうして正しい単位行列を与えるのかといった疑問が残る。これにつ
いても上にあげたようなことが原因であろうとは考えられるが，判然としない部分もかなりある。
　第三に，数値計算の結果を読むことによって，全く別の数学的興味が生ずることがあることがわ
かった。窺』⑦曽）の∂鵯、要素がつねに1であることから，パスカル行列の特性として掲げら
れたdet・A。＝：1（fe　＝：1）や・4ゴの要素がすべて整数値を取るということの別証明が得られること
（これは分割法そのものと深く関わっている），またこの導出過程を追うことによって，逆行列の
要素がすべて整数値となる新たな行列の作成法に一抹の光明を見出すことができそうであるといっ
た点である。
g4
　スキーのジャンプ競技におけるテスト・ジャンパー達によって，公式の競技会そのものの内容と
は何の関わりを持つものではないが，眼前のジャンプ台が，いままさに競技を行うに値する装置
（道具）であることを，衆人の誰れのNにも明らかにするために行われる試技ジャンプは，これは
必要な所作であるように思える。
　rソフトウェアの危機」が謳われてからすでに久しい。ソフトウェアの作成と保持に対し多大の
関心を持たざるを得ない人々はいま底知れぬ不安の念に懸られている。
　1つの作品，1つのプログラムが使用するに値するほどの堅固さと安全性と効能を持っているこ
とを明らかにするために，我々は幾度となくそのテストを継続してゆかねぽならないように思う。
そして，そのために，それに適しいテスト・データ，テスト行列，テスト関数を充分すぎるほど用
意しておかねぽならないと感ずるのであるが，いかがなものであろうか。
（注1）Caffrey，　John“　Another　Test　Matrix　fol’Determinants　and　Inverses”Comm　ACM　6（1963），
　　310．
（注2）　A9』⑦？？）としたとき
　　　　　　　∂雛）　・blノ”？　＝len（sc－1）／2
　　などはわかる。
（注3）新谷尚義著“数値計算王”朝倉書店（基礎数学シリーズ16）
（注4）　本学にあるFACOM　M－360では　標準精度の実数は32ビットを使って表現され，そのうち仮数部
　　　（有効桁数に関わる部分）は24ビッ5である。これをIonc数に換算するとおよそ8ケタ余りとなる。
（注5）FACOM　M－360では，標準精度の整数は32ビットを使って表現される。これを10進数に換算して10
　　　ケタ強となる。
